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On the complex plane, an impedance of a Randles-type equivalent circuit, which is commonly used for the analysis of an electrochemical impedance, traces a semicircle originated from the parallel connection of the charge-transfer resistance (Rct) and the double-layer capacitance (Cdl), and a 45-degree line originated from the Warburg element (ZW).  It is often mentioned that there is an “overlap” between the semicircle and the extrapolation of the 45-degree line, and mathematically it has a length of 2 2Cdl.  Although this is correct, to emphasize the existence of such an “overlap” may mislead the analysis, since its magnitude is extremely small compared with the size of the semicircle, when the figures of the semicircle and line are visibly separated from each other.  


１．はじめに

　電気化学インピーダンスを解釈するための等価回路の定番として、図1(a)に示すRandles型等価回路が教科書等に記載されている。そして、そのインピーダンス値の周波数変化に伴う複素平面上での挙動として図1(b)のような模式図が示されていることが多い1-7)。すなわち、溶液抵抗Rsが高周波側極限の実軸切片を作り、電荷移動抵抗Rctと電気二重層容量Cdlの並列結合が半円挙動を作り、低周波側で拡散に起因するワールブルグインピーダンスZWが45の傾きを持つ直線を作る。ここで着目したいのは、RctとCdlが作る半円とZWが作る45直線の延長がやや重なっている点である。本稿ではこの「重なり」の大きさをXとする。ワールブルグインピーダンスの値を定数  を用いて––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
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図1　(a) Randles型等価回路と、(b)そのインピーダンスの複素平面上での挙動の一般的な説明。ここでRsは溶液抵抗、Rctは電荷移動抵抗、Cdlは電気二重層容量、ZWは拡散によるワールブルグインピーダンス。


	(1)
と表現すれば

	(2)
であることが数学的に導かれている。図1(b)のような模式図が示される場合、「重なり」の大きさが式(2)であること、あるいは漸近線としての45直線の実軸切片が

	(3)
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図2　「重なり」の大きさXが電荷移動抵抗Rctに対してそれぞれ (a)40%、(b)10%、(c)1%、(d)0.1%の場合のインピーダンスの理論値。Rsの値は議論に関係しないのでゼロとした。高周波側の半円挙動、低周波側の漸近線である45直線をそれぞれ点線で示す。グラフ中のマーカーは半円の特性周波数での値。(a), (b)では45直線からかなり離れているが、(a)の挿入図に示したように充分遠方まで描けば漸近線であることが分かる。

であることが書き込んであるのが一般的であり、式(2)も「教科書的」な事項と考えてよいだろう。本稿では、図1(b)のような模式図は実は絵に描いた餅であり、このような形が実際に得られる見込みはないことの「発見」について説明し、それに基づき、図1(b)のような図を教科書に明示することの有意義な面と混乱を招く面について検討する。



２．インピーダンス計算値の軌跡と「模式図」の解離

　後述するように、Randles型等価回路のインピーダンスの複素平面上の軌跡は、半円の大きさを基準にした相対的な「形」だけを捉えれば（すなわち相似形であれば「同一」と見なすならば）、半円直径Rctと重なりXの比が決まれば決定する。図2は、Rsをゼロ、Rctを20  cm2に固定した条件下、その他のパラメーターを調節することでXの大きさを変化させた時の計算結果である。この図から分かるように、半円と45直線が目で見て区別できるのは図2(c), (d)のようにXがRctに対して充分小さい場合（多めに見ても3%以下）に限られることが分かった。図2(a), (b)のように重なりXの大きさがそれなりの大きさ（例えばRctの1割以上）を持つと、半円と45直線は融合してしまい、もはや図1(b)の模式図のようには見えなくなってしまうのである。
　なお、図2(a) ~ (d)でのXとRctの比（0.1% ~ 40%）は現実の電気化学系でも充分ありうる値である。

３．RctとXの比によって「形」が決定することの数学的確認

　Randles型等価回路に含まれるパラメーターはRct、Cdl、 の3個の値である（Rsはここでの議論からは除外）。既に前節で結論を先取りする形で紹介したが、これらのパラメーターをいろいろ変えてみても、「Rctの大きさを基準に考える」という条件の下では、RctとXの比が決まれば「形」が決定してしまうのである。自由度がひとつ残っているが、軌跡自体は変化せず、周波数と複素平面上の位置の対応関係のみが変化する。（より詳しくは、RctとCdlで決まる特性周波数に対する相対的な周波数が決まれば軌跡の中での位置も決まる。）
　数学的には以下の計算で理解できる。
　図2の中に補助線として点線で描かれている「半円のみ」、「45直線のみ」を表わす等価回路はそれぞれ図3(a)、(b)である。図3(a)は「RctとCdlの単純な並列」、図3(b)はZWに「Rct  X」の抵抗を直列につないだものである。「RctとXの値の比」が決まれば形が決まることを示すのだから、この比をkと置く。すなわち[image: ]

図3　図2の点線で描かれた (a)半円のみ、(b)45直線のみの挙動に対応する等価回路。


	(4)
である。ここで、図3(a)の作る半円を構成する点のうち、ちょうど頂点を与える周波数において、Randles型等価回路の各構成要素のインピーダンス値を考えてみる。半円の頂点を与えるのはこのRC並列回路の特性周波数f0であり、その角速度 0 (= 2f0) は

	(5)
である。式(1), (4), (5)より、この周波数におけるZWとCdlのインピーダンス値はそれぞれ

	(6)

	(7)
となり、さらに

	(8)
なので、これら3つの素子のインピーダンス値はkが決まればRctに対する相対値が決まり、回路全体としては図4のようになる。この回路全体のインピーダンスは単純には表現できないものの、kが決まればRctに対する相対値が確定することだけは確かである。この例では特性周波数に着目したが、それに限らずどの周波数においても、特性周波数に対する相対値（比）を指定すれば同様の議論が成り立ち、結局、Randles型等価回路の軌跡の「形」はkのみで決定することになる。[image: ]

図4　RctとCdlで決まる半円挙動の特性周波数に着目した場合のRandles型等価回路を構成する各素子の値。（Rsは除外。）


４．「模式図」の役割

　前節で証明したように「半円の大きさ」と「重なり」の比（式(4)のk値）が決まれば「形」が決まり、その実際の様子を計算によって調べてみると、図2で例示したようにkを0.01程度まで小さくしてやっと半円と45直線が分離して見えるという感じである。少なくとも図1(b)の模式図のような、「目に見えて重なっていながら半円と45直線が認識できる」という例は作れない。
　以上が本稿での主張だが、「そんなことに目くじらを立てる必要はない」という意見もあるだろう。「重なり」は確かに存在するし、その大きさを表わす式(2)は数学的に正しい。図1(b)は「分かりやすくデフォルメしたポンチ絵」として理解すべきかもしれない。ただし、例えば図2(c)のような結果が得られた時、図5のような補助線を思い描き、「少しつぶれた半円と45直線があり、それらが若干重なっている。ほぼ教科書通りの挙動だ。」という誤った納得をする可能性は大いにあるだろう。ただしこのような誤解はあくまで見かけの判断だけに頼った場合のことであり、きちんと等価回路を測定データにフィッティングすれば、（図5のような結果にはならないので）誤解を免れることができる。ただし、市販のフィッティングソフトウェアではおそらく図2の点線のような補助線は表示してくれないので、「誤解」には気づかずじまいになるかも知れない。あるいは、特に図2(a), (b)のような結果が得られた場合、フィッティング結果がみかけの判断と解離していることにとまどい、意図的に正しくない補正をしてしまうかも知れない。[image: ]
図5　図2(c)に対して直感的に想像しがちだが正しくない補助線の位置。

　一方、式(2)で示されるような「重なり」の存在を図1(b)のように強調することには一定の意義がある。仮に等価回路におけるワールブルグインピーダンスの位置が図6のように単純な直列つなぎであったならば、半円と45直線に「重なり」は生じない。実際、図6のような等価回路を仮定してフィッティングしている例もたまに見かけるが、あくまでそれは簡易的なフィッティングであり、厳密には正しくない。そういった事情も前提にすると、図1(b)のように「重なり」を強調する模式図は、「図6ではなく図1(a)が正しい」というメッセージが込められている（ような気がする）。「図6ではなく図1(a)が正しい」ということを納得するにはファラデーインピーダンスの成り立ちについてのある程度の考察が必要である。「拡散は溶液バルクでの現象なので図6が正しいのではないか」「図1(a)では電気二重層内部での拡散しか扱っていないのではないか」といった素朴な疑問を意識にのぼらせるためのきっかけになるかも知れないという点で、「重なりX」の存在の強調には意味があるかも知れない。[image: ]

図6　図1(a)と似て非なる（正しくない）等価回路。

５．「時定数の分離」の観点からの再整理

　図2(a) ~ (d)のような状況の違いは、時定数の分離という観点から理解することができる。式(4) ~ (8)の議論では、半円と45直線の分離の程度を決める指標として「重なり」の大きさXと半円の大きさRctの比kが使えることを示した。ここでは、図3(a)の回路と図3(b)の回路のそれぞれの特性周波数（あるいは時定数）の比がkの代わりに指標として使えることを示す。
　一般に、RとCの並列回路はインピーダンス複素平面で半円を描き、RとCの直列回路はアドミタンス複素平面で半円を描くが、それらの頂点を与える特性周波数は共通で、その角速度は

	(9)
である（式(5)と同等）。これの発展として、コンデンサCの代わりに定位相素子 (constant phase element) CPEを用いた場合、CPEのインピーダンスを

	(10)
とすれば（純粋なコンデンサは  = 1、A = C 1に相当）、RとCPEの並列回路はインピーダンス複素平面で「沈んだ円弧」† を描き、RとCPEの直列回路はアドミタンス複素平面で「沈んだ円弧」を描くが、それらの頂点を与える特性周波数は共通で、その角速度は

	(11)
となる。ここで、式(1)に示したZWもCPEの一種であり、式(10)において

	(12)

	(13)
を代入したものに相当する。従って、RとZWの直列回路である図3(b)の特性周波数の角速度として

	(14)
が得られる。––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
† 	中心点が実軸上ではない円（の一部）となる。しばしば「つぶれた円弧」と表現されるが、楕円になるわけではなく正円の一部であることに変わりはないので「沈んだ円弧」と表現した。

　以上の知見から、図3(a)と図3(b)の回路の特性周波数は式(5)と式(14)で与えられ、式(4)も考慮しながらこれらの比をとれば、



	(15)
となる。この式から、k値を決めることは特性周波数の比を決めることと同じであり、特にその値がごく小さい場合は両者の値はほぼ同じであることが分かる。すなわち、例えば図2(d)の状況は、特性周波数が3桁異なっていると表現できる。

６．まとめ

　本稿の主張を「特性周波数」の観点から記述すれば、半円の特性周波数と45直線の特性周波数が充分離れていれば、重なりXが小さくなると同時に、円と直線の区別がはっきり見えるということである。どちらも「形の分離が良くなる」ことの現れであり、パラメーターをいろいろ変えてみても、この２つの現象を独立して変化させることはできない。また、そのように特性周波数が大きく異なる場合、複素平面上での形の分離が良くなるだけでなく、図6の「不正確な等価回路」と図1(a)の「正しい等価回路」との間に値の違いはほとんど無くなる。すなわち、図1(a)のような正しい等価回路を用いることの重要性は、特性周波数が充分に分離しておらず「重なり」が有意に存在する場合ほど顕著となる。
　もし図1(b)をより正確に修正するならば、図2(d)のように「重なり」がほぼ無い模式図にするか、図2(b)のように形の分離が悪い模式図にするかのいずれかになるが、教育的観点からは後者が好ましいと思う。もちろん紙面的余裕があり両図とも提示できればなおよい。
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